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Y i= ( 27 /28)X i+ 1 /7 ( 1)
然而对图 1直接分析,不难看出以下两
点: ( 1)式 ( 1)所表示的直线与样本的分布趋
势相违背。除第一个和第二个样本点外,其他
样本点完全落在 Y= X 直线上,而式 ( 1)描述
的直线较直线 Y= X 倾斜, 并没有正确地描
述样本发展的趋势。 ( 2)模型 ( 1)有存在异方
差的可能性。 由图 1可知,以式 ( 1)为回归模
型,随着 X 不断增大,残差 E i
2
= (Y i- Y i )
2
有





因此, 可以认为: 对于例 1样本观测值,




















































































Y i= a (X i- v )+ b+ u ( 2)
其中: Y i是因变量, X i是自变量, u, v是
随机变量,且 u, v～ N ( 0,e2 )
式 ( 2)可变换为:
X i= (Y i- u ) /a- b /a+ v ( 3)







完全对等的,不仅有 Y= f (X )+ u,也存在 X






























直线 Y= aX+ b的垂直距离的平方和。 由于
点 (X i, Y i )到直线 Y = aX + b的纵向方向的
距离为: aX i+ b- Y i, 水平方向的距离为: (Y i
- b) /a- X i, 根据点到直线距离的计算公式,
点 (X i, Y i )到直线 Y = aX + b的垂直方向的
距离的平方为:
(aX i+ b- Y i ) 2 [ (Y i- b) /a- X i ]2





(aX i+ b- Y i ) 2 [ (Y i - b) /a - X i ]2




Y )。 即直线方程参数 a, b将满足等式:
Y= a X+ b ( 5)
图 2
如图 2所示, 不妨设直线K 2能使所有散
点到直线的垂直距离平方和最小,但是K 2并
无经过样本散点的重心 (X , Y ), 于是过样本
散点的重心 (X , Y )可以作 K 2的平行线 K 1。
设有任一散点 (X i, Y i )到直线 K 1, K 2垂直距

























过样本散点的数据重心 (X , Y )。
将 b= Y - aX代入 ( 4)式可得:
S= E
i
(aX i+ Y - aX - Y i )
2
[ (Y i- Y+ aX ) /a- X i ]
2
(aX i+ Y - aX - Y i )
2





























(X i - X )







(Y i- Y )






(Y i- Y ) (X i - X )+ a [E
i





(Y i- Y )
2 ]-E
i
(Y i - Y ) (X i- X )= 0 ( 6)
参数 a是二次方程 ( 6)的一个解, 其中另一个
解由于无法令
d( dS /da )
da
> 0所以必须舍去。
将例 1样本数据代入方程 ( 6)可得: 27a
2
- 27= 0,  a= ± 1,舍去 a= ± 1,舍去 a= -

























设 X , Y 为样本的两列观测值,如下图所
示:
图 3
直线 l1与 l2分别是最小二乘法以 X 与
Y 为因变量的回归结果,方程表达式分别为
l1: X = [
nEX iY i-EX iEY i
nEY i
2
- (EY i )
2 ]Y+
[X -
nEX iY i-EX iEY i
nEY i 2- (EY i ) 2
]Y ]
l2: Y= [
nEX iY i -EX iEY i
nEY i 2- (EY i ) 2
]X +
[Y -
nEX iY i-EX iEY i
nEY i
2
- (EY i )
2 X ]
则直线 l所代表的方程即是方程 l1与 l2
的综合方程,它经过直线 l1与 l2的交点 (X ,
Y ), 而且是 l1与 l2夹角T的角平分线。
令 O= nEX iY i- EX iEY i
　P= nEX i
2- (EX i )
2











2+ P 2+ P O 2+ Q2
所以直线 l方程为:










2+ P 2+ P O2+ Q 2
( 7)
将例 1样本的数值代入 ( 7)式可得:















在图 4中, 设直线 l1是使得散点的垂直
距离平方和最小的直线, 下面证明直线 l1同
时也是经过散点重心 (X , Y ),且能使得各散
点在直线 l1上的垂直投影点到样本重心 (X ,
Y )距离的平方和最大的一条直线。
假设直线 l2经过样本散点重心 (X , Y ),
且各散点在直线 l2上的垂直投影点到散点重




















X 11 X 12 … X 1k
X 21 X 22 … X 2k
… … … …
… … … …
… … … …
X n 1 X n2 … X nk
, 形成了 k维
空间中的 n个样本点,且样本协方差矩阵的
最小特征值所对应的特征向量为 [Z 1, Z 2, …
Z k ]。多元统计和线性代数的知识告诉我们:
令 Z 1X 1+ Z 2X 2+ …+ Z kX k= 0可以得到这
样一个线性方程, 它使得 k维空间上的这 n
个样本散点在该方程所对应的 k - 1超平面
方向上具有最大的变异程度。因此,我们可利
用样本协方差矩阵的最小特征值所对应的特
征向量来求解图 4中直线 l1的斜率。 直线 l1
完整求解步骤可归纳如下:


















X 4　　　 3. 857143




1 7. 85714 - 0. 70711 - 0. 70711





令 - 0. 70711X+ 0. 70711Y = 0, 再根据方程

























= (Z′X )- 1Z′Y=
1 1 1 1 1 1 1









1 1 1 1 1 1 1


















- (Y 1+ Y 2 ) /2+ (Y 6+ Y 7 ) /2
=
Y -
(Y 6+ Y 7 ) /2- (Y 1+ Y 2 ) /2
(Y 6+ Y 7 ) /2- (X 1+ X 2 ) /2
X
(Y 6+ Y 7 ) /2- (Y 1+ Y 2 ) /2



















例 2:以下是某地区 1981— 1991农业总
产值 (X )与工业总产值 (Y )的样本数据:
单位: 百万元
年份 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91
X 68 71 72 70 76 77 76 78 79 81 88
Y 68 69 70 81 85 86 100 108 114 120 133
　　现要求建立 X 与 Y 的线性回归方程 Y












a 　　 3. 6574074　　 4. 2009　　 4. 2009　　 3. 926908　　 4. 155556
b - 183. 96296 - 225. 2684 - 225. 2684 - 204. 445 - 221. 822

















[1 ] [英 ]M . 肯德尔: 《多元分析》, 科学出版社出版,
1983年。
[2 ]李长风: 《经济计量学》, 上海财经大学出版社,
1996年。
[ 3 ]何晓群: 《回归分析与经济数据建模》, 中国人民
大学出版社, 1997年。
作者简介:林　飞, 男, 24岁,厦门大学计划统计
学系 97级硕士研究生。
曾五一,男, 46岁,厦门大学计划统计学系教授、
系主任、博士生导师。
(责任编辑: 王庆成 )
27林　飞　曾五一:对自变量为随机变量的回归模型估计方法的探讨
